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INTRODUCTION 
Sorr p: M + B une fibration de classe C’, r 2 1, de fibre F, oti B et F sont des varibis 
compactes connexes. La fibration p dtfinit sur M un feuilletage 9 de classe C’ dont les 
feuilles sont les fibres de p. 
On dit que la fibre F est une feuille compacte C’-stable de 9 si tout feuilletage 9 ’ C’- 
proche de 9 (au sens de la C’-topologie d’Epstein [4]) possede une feuille compacte 
diffeomorphe a F et proche d’une fibre. 
Seifert [9] puis Fuller [S] ont montre la stabilite de la fibre dans le cas de fibrations en 
cercles (c’est-a-dire: F = S ‘), si la base B est de caracteristique d’Euler X(B) non nulle. On 
s’attendait d ce que, dans le cas de la C’-stabilite, ce resultat s’etende au cas od fibre F est 
une variete compacte vtrifiant H,(F, R) = R. De nombreux resultats partiels ont Ote 
montres en ce sens, par Langevin et Rosenberg [6, 71, Schweitzer [S], Druck [3] et Bonatti 
et Haefliger [l, 23. 
Cet article presente une resolution complete de ce probleme pour un feuilletage 9 defini 
par une fibration p : M + I3 de fibre F, B et F compactes connexes, telle que H, (F, R) = R. 
De mCme que dans [2], l’idee est de comparer les deformations d’une telle fibration avec 
celles d’une fibration en cercles. 
TH~OR~ME 1. A toutejbration p: M + B defibre F telle que H,(F, R) = R, on associe 
naturellement une Jibration p‘ : M’ + B dejibre le cercle S ‘, et une application difirentiable 
f: M -+ M’ se projetant sur l’identite de B et induisant sur chaquefibre un isomorphisme sur le 
premier groupe d’homologie entiere modulo la torsion [rappelons que H,(F, Z)/Torsion est 
l’image de H,(F, Z) duns H,(F, R)]. 
Notons 9’ le feuilletage d@ini sur M’ par lafibration p’. Alors, lafibre F est une feuille 
compacte Cl-stable de B si et seulement si la jibre S ’ est une feuille compacte C ‘-stable 
de 9’. 
La preuve de ce theorime occupe la plus grande partie de cet article: la partie 0 resume 
les techniques, introduites dans [Z], que nous utilisons; la partie I presente un survol de la 
demonstration dans son ensemble, les difficult&s techniques &ant resolues aux parties II 
et III. 
Du theoreme 1 et du theorime de Fuller sur les fib& en cercles, on dtduit facilement le 
resultat suivant: 
TH~OR~ME 2. Soient B F deux compactes connexes que H, R) = 
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Alors les conditions suicantes sont 6quicalentes: 
(i) X(B) # 0. 
(ii) La jibre F est une feuille compacte Cl-stable de 9. 
Le thloreme 3 enonce un resultat analogue dans le cas oti la base B est de dimension 
impaire: soit x : B --* B le revetement a deux feuillets de B correspondant a l’action de n,(B) 
sur H 1 (F, R), et soit G l’automorphisme de ce revetement. Alors la fibre F est C l-stable si et 
seulement si tout champ de vecteurs r? sur fi, verifiant o,(d) = - 2, possede un point fixe. 
11 est interessant de remarquer que ces resultats ont faux si l’on remplace la Cl-stabiliti 
par la Co-stabiliti. Un contre-exemple st present6 dans l’appendice 1: on regarde la 
fibration triviale S2 x K -+ Sz de fibre la bouteille de Klein K, et on montre que la fibre 
n’est pas CO-stable. Elle est par contre Cl-stable, d’apres le theoreme 2. 
L’appendice 2 esquisse une demonstration du theorime de Fuller avec des moyens 
elementaires, qui s’adapte facilement au cas ou la base B est de dimension impaire: c’est cette 
version du theoreme de Fuller qui est utilisee par le theoreme 3. 
0. DEFORMATIONS D’UN FEUILLETAGE ET DE SON HOLONOMIE 
Cette partie est un resume succint de la partie I de [2]. 
Soit % un feuilletage dune varieti compacte M, et soit Tune transversale complete de 
8. On appelle groupo’ide fondamental II,( T)du feuilletage % pour la transversale T le 
groupoi’de differentiable dont les elements ont les classes d’homotopie dans les feuilles de 
9 des chemins tangents a 9 a extremitts fixees sur T. L’application, qui a tout chemin 
tangent a % et a extrimites sur T associe son germe d’holonomie, dtfinit naturellement un 
homomorphisme H de II, ( T) dans le groupo’ide DiJ( T) des germes de diffeomorphismes 
de T. 
Soit (S, 0) un espace localement compact point6 en 0. Conservant le notations de [2], on 
notera Dif/“( T) le pseudogroupe des homeomorphismes locaux de T x S de la forme 
(x, s) + (h,(x), s) oti h” est un diffeomorphisme local de T variant continuement avec s pour 
la topologie C’. On notera Difl (‘9 O)( T) le groupo’ide des germes des elements de Difj”( T), 
pris aux points de T x (0). L’application qui a un element de DiJ’““)( T) associe sa 
restriction a T x (01, dlfinit une projection naturelle p de DiJ(“* O)( T) sur DiJfl( T). 
Nous appellerons germe de d&formation (paramttr6e par S) de Pholonomie de 9 sur la 
transcersale T tout homomorphisme HS de I&( T) dans Difl”* O)( T), rendant commutatif 
le diagramme suivant: 
Soit ( %‘IsEs une deformation de 9 paramitree par S, c’est-a-dire une famille 
de feuilletages %’ sur M variant continuement avec s pour la topologie C’, et telle que 
4’ = %. Une telle famille peut Ctre vue comme un feuilletage %’ sur M x S. Alors 
T x S est transverse a %’ au voisinage de T x (0). 
L’application qui, d tout chemin c tangent a % et a extremites ur T, associe le germe 
d’holonomie de %s le long du chemin c x (0) pour la transversale T x S, induit 
naturellement un germe de deformation HS de l’holonomie de 9 sur T. 
On deduit facilement du thloreme principal de [2] la proposition suivante. 
STABILITl? DE FEUILLES COMPACTES POUR LES FEUILLETAGES 233 
PROPOSITION 0. Soit T’ une transversale complete de 9, telle que T’ soit un ouvert 
relativement compact dune transversale T plongee duns M. Alors pour tout germe de 
deformation HS: II,(T) d%fi (‘* O’(T) il existe une deformation 9’ =(F5)sEs du feuilletage 
9 telle que la restriction de HS a II, soit induite par 9’ (c’est-a-dire que, pour tout 
YE II,( HS(r) soit le germe d’holonomie de 9’ le long de y x (0)). 
Dkmonstration de la proposition 
Soit HS:IIs(T)+~fl G* ‘) (T) un germe de deformation de l’holonomie de 9 sur T. 
D’apres le theortme principal de [Z] il existe une deformation SE du feuilletage 9, telle 
que l’on ait la propriete suivante: 
Notons Hz : I&( T) + DiJ (‘* O)( T) le get-me de deformation de l’holonomie de 9 sur T 
dlfini par 9;; alors les homomorphismes Hi et HS representent le mtme morphisme de 
II,( T) dans BJJts*o)( T) (voir la definition de morphisme au I. 2.2 de [Z]). 
Alors, par definition dun morphisme, on a la proprieti suivante: 
Notons T UT= (1) x Tu (2) x T; c’est canoniquement une transversale complete 
du feuilletage 9; notons cpi, i = 1, 2, l’inclusion de I&( T) dans 119( TLI T) dlfinie par 
l’identification de T avec (i} x T. Alors il existe un homomorphisme differentiable, itale 
RS: l-I,( TLI T) -+DiJ G* ‘)( T) rendant commutatif le diagrame suivant: 
O’( T) 
Pour tout point XE T, on notera x1, 2 I’ClCment de II,( TLI T) joignant trivalement les 
points (1, x) et (2, x) de TLI T. On note x1, I = XL\. 
Alors, pour tout YE&( T) joignant le point x au point y, on a: 
On a done: 
(P*(Y) = Yl, 2~~l(Y)~X2.1’ 
H:(r) = f%rp2W = ~S~y~.2~o~~Socpl~~~~o~S~~2~ I) = AS(~l,2)0HS(~)oRS(x2.1). 
On peut alors choisir un voisinage U de T x (0) dans T x S, et un homeomorphisme 
II/ E DAfl:( T) de U sur un ouvert de T x S, tel que pour tout x E T, le germe en (x, 0) de t+G soit 
Cgal a HS(x,, 2). 
Done pour tout y E II& T) on a: 
H;(y) = $oHS(y)+- ‘. 
En utilisant le fait que la transversale Test plongee dans M, et que $ induit l’identite sur 
T x {0), on se convainc facilement du lemme suivant: 
LEMME. I1 existe un voisinage v de M x (0) duns M x S, et un homeomorphisme 
‘P E Dt@s( M) d&ini de v sur un ouvert de M x S, egal a Pidentite sur M x { 01, et verijant la 
propriete suivante: 
I1 existe un voisinage V c U de T x (01 duns T x S tel que Y(V) c T x S, et que la 
restriction de Y a V coiitcide avec tj. 
Notons 9’ = ‘I’(Fi). C’est une deformation de 9 car Y coincide avec l’identite sur 
A4 x (0). De plus, la deformation de l’holonomie de 9 sur T, engendrie par S”, 
est exactement HS. La proposition est ainsi demontree. 
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1. PRESENTATION DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1 
Soit 9 un feuilletage dtfini par une fibration p: M + B de fibre F(B et F compactes 
connexes) telles que H, ( F, R) = R. D’apres le theortme de la partie II.4 de [2], il existe une 
fibration en cercles p’ : M’ + B, et une application differentiable f de M dans M’ rendant 






et tel que 1‘ induise sur chaque Iibre un isomorphisme de H,(p- l(x), Z)/To,sion sur 
H, .(P'- 'tx)* Z)i’Torsion* 
(oic ids est l’identite de B), 
Nous noterons 9’ le feuilletage dlfini par p’ sur M’. 
(a) Choix d’une mPme transversale pour .F et 5’ 
Soient { vil 1 bi<n, f Vi) 1 s i c n deux recouvrements finis de B par n ouverts trivialisant la 
fibration p, et tels que, pour tout i, Vi soit relativement compact dans Vi; pour tout i, soit 
(TV: Ui + M une section locale de p, et notons si =fooi: Ui + M’ (c’est une section locale 
de p’). Notons a; et s; les restrictions de oi et Si a U:. Notons T l’union disjointe Il Ui et 
T’=LIU:. Alors c=LIui:T+M (resp. o’=LIa:) et ~=LIs~:T-+M’(resp. s’=LIs:) 
font de T (resp. T’) une transversale complete des feuilletages 9 et 9’; de plus T’ est 
relativement compacte dans la transversale T. 
Enfin quitte a prendre des ouverts Ui et Vi plus petits, on peut choisir les sections ci de 
facon que s : T -) M’ soit un plongement. 
(6) Le groupdide fondamental des feuilletages 9 et 9’ 
L’application f: M + M’ induit un homomorphisme f. du groupo’ide fondamental 
II,( T) sur II,.( T) oti Test la transversale complete des feuilletages 9 et 9’ construite en 
(a) : si y E II,( T) est represent6 par un chemin c : [0, l] + M, tangent a 9, joignant CT(X) a 
a( y ), alors f,(y) sera represente par le chemin fo c : [0, l] -+ M ‘ tangent a 9’ et joignant 
s(x) a s(y). De plus, H et H’ &ant les homomorphismes d’holonomie des feuilletages 9 et 
5” le diagramme suivant est commutatif: 
W T) 
1. I ;,@f( T) 
On voit facilement quef, est surjectif. Soit y’ E II,. ( T); nous appellerons reled de y’ par 
f, tout Clement yE II,( T) tel quef,(y) = y’. Si yr et yz sont deux releves d’un meme element 
y’~ II,.( T), cela signifie que y1 et y2 ont mtmes source et but, et que yzy ; ’ est reprbente 
par un lacet c, tangent a une feuille p-‘(x) de 9, dont la classe d’homologie 
[c]~H~(p-‘(x), R) est nulle. 
(c) ZdPe de la demonstration :comparaison des dkformations de 9 et de 9’ 
Soit (S, 0) un espace localement compact point6 en 0. 
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Remarque l.c. Si 3” = {9’s)ses est une deformation du fibre en cercles F’, alors 
son “pull-back” par f; 9’ =f - ’ (S”), est une deformation de 5. De plus, pour s assez 
voisin de OJinduit une bijection entre l’ensemble des feuilles compactes proches d’une fibre 
de 5”” et celui de 3’“. Ceci montre que si la fibre S’ de p’ est C ‘-instable, alors la fibre F de p 
l’est aussi; done si la fibre F est une feuille Cl-stable de F-‘, alors la fibre S 1 est elle aussi Cl- 
stable: il reste a montrer la reciproque. 
Soit 9s = f 9”\ \ , scs une deformation du feuilletage 9 dtfini par la fibration p. On va 
construire une deformation 9” = { F’s}s~s de la fibration en cercles p’, telle que pour s 
assez voisin de 0, il y ait une bijection entre l’ensemble des feuilles compactes proches d’une 
fibre de 9” et celui de 3” (on conclura alors facilement la preuve du thtortme 1). Pour cela 
nous allons construire un germe de deformation de l’holonomie de 9’ a partir du germe de 
deformation de I’holonomie de .F induit par 9’, et utiliser la proposition 0. 
Soit HS : lI,( T) + DiJ G* O)( T) le germe de deformation de l’holonomie de 9 induit par 
Fs. Si cet homomorphisme passait au quotient par f, en un germe de deformation 
H’S: ll,.( T) + Diff cs*o)(T), alors toute deformation 9” de 9’ induisant H” aurait la 
propritte dtsiree. Ceci est le cas etudie dans [2], 11.4. De meme, s’il existait une section def*, 
qn : ll,. ( T) --t l&( T), qui soit un homomorphisme differentiable, alors H” = HS 0 cp serait 
une deformation d’holonomie induite par une deformation 9” ayant les proprietes 
anon&es. 
Dans le cas general, il n’existe pas de telle section globale cp associant continuement un 
relevt parf, a tout element y’ de II,.( T). De plus, si ‘iI et yZ sont deux releves du m&me 
Clement y’, les germes d’holonomie deform&e Hs(yl) et Hs(y2) ne sont pas a priori egaux. 
Cependant, nous verrons que, si a E lI,( T) est represent6 par un lacet de la fibre nul en 
homologie reelle, alors son germe HS(a) d’holonomie deform&e st negligeable (en un sens i
preciser) devant Hs( /?) oti /3 E ll,( T) est non nul en homologie reelle. En consequence, si^/r 
et y2 sont deux releves dun m&me Clement y’, alors Hs(yl) et Hs(y2) seront equivalents, en 
ce sens que Hs(-yl)o HS(y; ‘) est negligeable. 
Comme les fibrations p et p’ sont triviales au-dessus de chaque ouvert Ui, il est facile de 
construire pour tout i une section def, “au-dessus de U;‘. On obtient ainsi, pour tout 
element 7’ E II,.( T), un nombre fini de relevts parf,, yl, . . . , yt. L’idee est de prendre pour 
germe d’holonomie deformee H’S( y’) une moyenne des Hs( yi), i = 1, . . . , k. La difficulte est 
de faire ces moyennes de facon que (7’ + H”(y’)) dtfinisse un homomorphisme differenti- 
able de n,.( T) dans IIiJ ts* O)( T), c’est-a-dire que HfS soit un germe de deformation de 
l’hoionomie de 9’. Alors, pour tout Y’E n,.( T) et pour tout releve 7 E II, ( T) de ‘/I, H’(y) 
et H”(y’) seront equivalents. 
On en deduira que, si 9” est une deformation de 9’ induisant H’S, alors, pour s assez 
voisin de 0, les feuilles compactes proches dune fibre de 9” correspondent a celles de 9’. 
II. CONSTRUCTION D’UNE DEFORMATION DE L’HOLONO~MIE DE 9’ 
Soit Hs : llJ( 7’) + Diff (‘* “)( T) un germe de deformation de l’holonomie de 9. Le but 
de cette partie est de construire, a partir de HS, un germe de deformation HIS: n,.( T) + 
D$Psv O)( T) de I’holonomie de F’. 
Pour tout ouvert U de B, nous noterons II, le sous-groupo’ide de lI,.( T) dont les 
elements ont leurs extremites sur s(Ll i U n Vi). Autrement dit, II‘, est le groupoi’de 
fondamental du feuilletage 9‘ restreint a p’- l (U) pour la transversale ( LI iU n Ui) c T. 
Un germe de diformation de l’holonomie de 9’ au-dessus de U sera un homomor- 
phisme differentiable H $ : n, -* lXJcs* ‘) ( T), qui, compose avec la projection 
p:D&iJ (‘* O)( T) + DiJ( T), redonne I’homomorphisme d’holonomie H’ : II, + DiJ( T). 
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(a) Premike Aape: une diformation de I’holonomie de 9’ au-dessus de Vi 
La fibration p’ est triviale au-dessus de Ui: on peut done orienter la fibre. 
Pour tout x E Ui, notons Yi E nrr, I’tlement reprtsentt par le lacet d’origine Si(X) sur 
p' - l(x) EZ S I, faisant un tour dans le sens positif. Pour tout i # i tel que x E Ui n Uj on note 
yTi E lTLii l’ilement represent& par le segment de p ‘-l(x) joignant si(x) a sj(x) dans le sens 
positif. 
Les fibrations p et p’ itant triviales au-dessus de Ui, on peut choisir continuement des 
releves par f* des elements Y$ Y;, qu’on note cpi( YTi), cpi( Y;). 
Tout element YE& d’origine SJX) et d’extrtmite s*(x) s’ecrit d’une facon unique 
Y = Y;i -(Y;)“*(YL)-‘9 m~2. Notons pi(Y)= cpi(Y~).(cpi(~S))“.(~i(Y~i))-‘; c’est un 
element de II,( T). 
L’application Cpi: lIrri -+ l7,( T) ainsi dtfinie est un homomorphisme differentiable, et de 
plus est une section de f*. 
Notons Hz, = HSo rpi: II,, +DiJ (s*o)( T); c’est un germe de deformation de l’holo- 
nomie de 9’ au-dessus de Ui. 
(6) Moyenne de deux Sments de DiJ@* ‘) ( T) 
On suppose fix&e une metrique riemannienne sur B, et T = LI Ui est munie de la 
mttrique induite sur chaque Ui. 
Soient gi, g2 ELliJ (‘- O)( T) deux germes induisant par restriction a T x (01 le mtme 
germe go ED~J ( T); en particulier gi et g2 ont mCme source (x0, 0). Soient bi, #z E Diff’( T) 
deux homlomorphismes locaux de T x S realisant les germes gi , g2. 
Soit $ une application C” a valeurs dans [0, 11, definie sur un voisinage x0 dans T. 
On note (1 - $)gi + $gt le germe en (x0, 0) de l’applica’tion [definie au voisinage de 
(x0, 0)] qui a tout (x, s) associe le point correspondant au temps $(x) du segment 
geodesique joignant gr(x, s) a i2(x, s) en un temps 1; en utilisant la C’-continuite en s de $i 
et g2, et le fait que ces applications coincident en s = 0, on montre que ce germe appartient a 
Dif’*‘)( T) et qu’il induit go par restriction a T x (0). 
“Si WLso9 i = 1, 2, U ouvert de T, sont deux familles continues de germes telles que 
pour tout x, g; et g; verifient les hypotheses ci-dessus, alors (( 1 - $)g; + Jig;},,” est une 
famille de germes d&pendant contimiment de x. (On rappelle que la continuite en x de la 
famille ( g:} ._ c signifie qu’il existe di E Difs ( T) tel que, pour tout x E U, gf soit le germe en 
(x, 0) de &.) 
(c) DeuxZme itape : recoiler les H zi en HrS 
Pour tout i notons Vi = Ifi U> (rappelons que Vi est un ouvert relativement compact 
j=l 
dans Vi). Soit n le nombre d’ouverts que comprend le recouvrement ( Vi} de B: on a done 
V, = B. 
Nous allons construire, par iteration sur i, un germe de deformation H?,: IIvi + 
s (‘- ‘I( T) de l’holonomie de 9’ au-dessus de K (remarquons que lIyi,, 
= II,, u II,;+, = lIyi u Q++,, et que nVn = l&.( T)). 
Pour i = 1, II,, = II,,, est un sous-groupo’ide de lIcl, et HF, sera la restriction a lI,, de 
l’homomorphisme Hz, construit en 1I.a. 
Supposons construit H ;“, : II,, + DiJ 6 O)( T). Au paragraphe II.a, on a construit 
H:i+,:&+, + Difl(s*o)( T). Choisissons une fonction I(/: Ui+ 1 --, [0, I], de classe C”, 
nulle au voisinagzu bord dUi + i et tgale a 1 au voisinage de l’adhtrence 0: + l de U; + 1. 
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On definit HFi+, de la facon suivante: 
sur II,: I I (c’est-a-dire au-dessus de U: + 1) H zi + I coincide avec Hz, + ,. 
sur II,,\lT,,+ I (c‘est-a-dire au-dessus de I’i\ Ui + I ) Hz,+, coincide avec Hzz. 
sut nVi n %, + ,\IIul+,, tout element 7 d’origine sk(x) et d’extremite sI(x) (XE Vi n U,, 1 
Ui+l ) s’ecrit dune facon unique y = r~+l.(rf+li+l)m.(~~i+l)-l, mEZ, (Voir 1I.a). On 
pose: pour tout jE { 1, . . . , n}, HFi+I(YTi+l)=(l -$I HF,(Yli+l) + II/ H;,s,+,(yj”i+l) et 
~;S,+~~~~~~~~+~~Y~“~+~~~C~~,+~~~~+~~+~~~”~C~~,+~~~~~+~~~~’~ 
On verifie facilement que l’application H;i+, ainsi construite est bien un homomor- 
phisme differentiable de IIyi+, dans DiJ (‘, O)( T) et d&nit un germe de deformation de 
l’holonomie de 9’ au dessus de r’i + 1. 
L’application HtS = H;S:l-I,.( T)-+DiJJ “* O)( T) est le germe de deformation de 
l’holonomie de 8’ que nous cherchions. 11 nous reste a le comparer avec le germe de 
deformation HS de l’holonomie de 9. 
III. COMPARAISON DES DEFORMATIONS Hs ET H’S DE L’HOLONOMIE 
DES FEUILLETAGES f ET 9’ 
(a) Germes nkgligeables, germes Cquivalents 
On suppose fix&e une metrique riemanienne sur B, et T = LI Ui est munie de la mitrique 
induite sur les Ui. Nous noterons d la distance definie par cette metrique sur chaque Ui. 
Dejnitions. (1) Soientf, g ~sfl (‘. “( T) deux germes de source et but (x, 0) E T x S. On 
dit que g est ntgligeable devantfsi pour toute realisation 19 E Diff’( T) des gerrnesf, g et 
pour tout n E N *, il existe un voisinage O, de (x, 0) dans T x S tel que: 
VY EV”, d(Y>J(Y)) 5 ;d(Y,!(Y)). 
(2) Soientf; g, h EDiJ G* O)( T) trois germes de source (x, 0), tels quefait pour but (x, 0) 
et que g et h aient mtme but. On dit que g est equivalent a h modulofet Ton note g 2 h[j] 
si h-’ 0 g est negligeable devant 1: 
PROPOSITION 1II.a. Soient f, g, heDiJ (‘* O)(T) trois germes de source (x, 0) tels que f ait 
pour but (x, 0) et que g et h aient mCme but. Alors les deux propositions suivantes sont 
Pquivalentes: 
(1) g = hCf1; 
(2) Pour tout n E N*, pour route realisation f’, g, fi E Difl’( T) de f, g, h, il existe un 
voisinage V, de (x, 0) dans T x S tel que: 
VYCV” d@(y), h(y)) I $ d(y, T(y)). 
La preuve de cette proposition est trb simple et est laissee au lecteur. I1 faut utiliser le 
fait que le elements de Diff’ ( T) sont de la forme (x, s) + (h’(x), s) oi h’ est un diffeomorph- 
isme local variant continument pour la topologie C’. 
COROLLAIRE 1II.a. Soient f, g ELF (‘* ‘) (T) de source et but (x, 0), tels que f rr. g [f]. Alors, 
pour route realisation 1, g E Dif’(T) de f et g, il existe un voisinage U de (x, 0) duns 
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T x S tel que les restrictions de T et 8 a U aient les memes points fixes (immediat en utilisant 
la proposition 1II.a). 
LEMME 1II.a. Soient f, g, h ~DiJfl@* O)(T) tels que g z h[fl. Alors: 
(1) pour tout germe 1eDXJJ G* O)(T) dont la source est le but de g et de h, on 
a:log z loh[fl; 
(2) pour tout germe 1 E Difs’s* O)(T) dont le but est la source de f, g et h, on a: g I- 1 c h 0 1 
[l-l ofol]; 
- 
(3) soient 1, k E Diff(‘* ‘) (T), dont le but est la source de f et tels que 1 5 k [l- ’ 0 f 2 11, alors 
go1 ?: hok[l-lofx 
(4) supposons que les restrictions a T x { 0} de g et h coihcident. Soit 1(1 unefinction Cm a 
aaleurs dans [0, 1 ] dejnie au roisinage de la source de f. Alors on a: 
(I- Il/)g + Ii/h z gC fl- 
Chacun des points de ce lemme se montre trts facilement a partir de la definition de 
l’equivalence, ou a l’aide de la proposition 1II.a. La demonstration en est laisste au lecteur. 
(b) Germe d’holonomie diformte d’un lacet nul en homologie 
Ce paragraphe prtsente un resultat de [ 11, en l’adaptant a notre situation: si 7 E II, ( T) 
est represent& par un lacet d’homologie reelle nulle, son germe d’holonomie deformee Hs(v) 
sera negligeable. (Cette idie a son origine dans un raisonnement de Thurston [lo] adapt6 
par Langevin et Rosenberg [7] au cas de deformations de fibrations. Voir Cgalement 
Schweitzer [S].) 
Soit 9 un feuilletage defini par une fibration p : A4 + B de fibre F telle que H, t F, R) 
= R. Soient U et U’ deux ouverts de B trivialisant la fibration, U’ relativement compact 
dans U, et soit 6: U + M une section de p qui fait de U et U’ des transversales de 9. 
Soit ‘~~rri( F,,, a(xo)) oti F,, est la fibre p- ’ (x0), x0 E U. La fibration etant triviale au- 
dessus de U, y determine sur toute fibre F,, XE U, un element yX~ 7c1( F,, a(x)). 
Pour tout feuilletage 9’ suffisamment C ‘-proche de 9, on peut definir l’application de 
premier retour H[p, : U’ + U du feuilletage 9’ le long de 7. (En fait, dans Cl], la situation est 
un peu plus complexe car les applications de premier retour y sont definies sur un champ de 
disques transverses a S et non pas sur une simple transversale.) 
Le corollaire 1 de [1].4 montre que: Soient a, /?E x1 (F,,, c(xo)) tels que a ait sa classe 
d’homologie reelle [a] &gale d OE H1(FxO, R) et que la classe dhomologie reelle [/I] de B 
engendre H 1 (F,,, R); soit n E N *; alors, pour tout feuilletage 9’ sujfisamment Cl-proche de 
9, pour tout XGU’ on a: d(H>.(x), x) 5 f;d(H$(x), x), oti d est la distance associee a une 
mttrique riemanienne sur B. 
Dans notre cas: 
Prenons pour ouvert U l’un des ouverts Ut, et 0 = cri. 
Soit Bs = (Ss}rsS une deformation du feuilletage 9. 
Soit ‘J E 7ri (F,,, bi( x0)), x0 E Ui. Considerons l’application 2; definie sur un voisinage 
de Ui x (0) dans Vi x S, $ valeurs dans Ut x S, par: fit(x, s) = (H&(X), s) oti H$ est 
l’application de premier retour de 9’ le long de 7. 
Alors, le germe de fif en tout point (x, 0)~ Ui x (0) est le germe HS(y,), oti HS est le 
germe de deformation de l’holonomie de 9 induit par 9’, et ou yx est l’element de fI,( T) 
d’origine ai correspondant a y. 
Le corollaire 1 de [1].4 se traduit par le lemme suivant. 
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LEMME I1l.b. Soient a, /I E &(T) dru.u PlPments Sorigine et d’extrPmiti ai( x), x E Ui. On 
suppose que la classe d’homologie rt;elle de z, [a] E H, (F,, R), esr nulle et que celle [ /?I de p est 
non nulle. 
Alors pour tout germe de dtiformation HS de I’holonomie de 9, le germe 
HS(a)EDifS(s,o’( T) est nCgligeable decant Hs( p). 
COROLLAIRE III.b.1. Soiem yl, yz E lI,( T) deux relecPs J’un mame ikment y E l-I,,(T). 
Soit BE II,(T) un kliment reprtsent6 par un lacet b de me^me origine que yl et y2, et dont la 
classe d’homologie rPelle [b] dans la jbre soit non nulle. 
Alors pour tout germe de d$ormation HS de f’holonomie de 9 le germe Hs(yl) est 
equivalent d Hs(y2) modulo H’(b). 
Le corollaire 2 de [1].4 se traduit de la fayon suivante. 
COROLLAIRE III.b.2. Soit 9’ une d&formation de 9 et soit HS le germe dt!formation de 
Pholonomie de 4 induit par 9’. Soit /?E II,(T) un Gment rep&e& par un lacet b d’origine 
C(X), x E T, dont la classe d’homologie reelle [b] engendre H 1 (F,, R ). 
Afors pour toute realisation A”( j3) E D@‘(T) du germe H’(j), il existe un coisinage 9 de 
(x, 0) duns T x S tel que, pour tout point jxe (y, s) E 9 de AS(B), a(y) soit sur une feuille 
compucte de 9” proche d’une jibre. 
(c) Comparaison des germes de dkformation d’holonomie HS et MS 
Soit HS: lI,( T) + Dtfl”* ‘I( T) un germe de dkformation de l’holonomie de 9 et soit 
HV-I,.( T>-+EJ Is. “;c”r) le germe de deformation de l’holonomie de 9’ construit dans 
la partie II si partir de HS. 
LEMME 111.~. Soit Y’E n,.(T) et soit 7 un relet@ par f, de ;“. Soit /?E I&(T) un PlPment 
represent6 par un lucet b de mOme origine que y, et dont la clusse d’homologie rtelle [b] dans la 
fibre soit non nulle. Alors le germe H’(~)E D&iJ GO) (T) est Pquiculent ci H”( 7’) E DLXJcs* ‘) (T ) 
modulo Hs( j?). 
Dtmonstrution. Reprenons les ktapes de la construction de HIS, et montrons que le 
lemme est vrai en remplaqant HfS par Hzi(voir II-a) puis par H$ (voir 11.~). 
Pour H;S,,, le lemme est montrt directement par le corollaire 1II.b.l. 
Pour Hzi, le lemme se montre par itiration sur i. 11 suffit de reprendre la construction 
de HFi+, i partir de H$ et Hti+, , et d’appliquer le lemme 1II.a. 
IV. DEMONSTRATION DU THEOREhIE 1 
Soient 9 et 9’ les feuilletages ur M et M’ dkfinis par les fibrations p et p’. Soit 9’ une 
d&formation de 9, soit HS: I’I,( T) + DiJ (‘* O)( T) le germe de dtformation de l’holonomie 
de 9 induit par Fs, et soit HIS le germe de dkformation de l’holonomie de 9’ construit 
dans la partie II. 
Notons T” un ouvert relativement compact de T qui contienne l’adhkrence de T’, c’est 
une transversale complkte des feuilletages 9 et F’. 
D’aprts la proposition 0, il existe une dkformation 9’s de 9’ telle que la restriction de 
H’S B lI,.( T”) soit induite par 91s. 
PROPOSITION IV. ADec les notations ci-dessus, pour s ussez proche de 0, les ensembles de 
feuilles compuctes proches d'une jibre des feuilletuges 9’ et 9’” sont en bijection. 
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Demonstration. On va montrer par l’absurde que, pour s assez proche de 0, les 
ensembles des points de T’ qui sont sur des feuilies compactes proches dune fibre des 
feuilletages 9 et 9 ’ sont identiques. 
En effet, si ceci Ctait faux, ii existerait une suite de points (x,, S,)E T’ x S tels que 
lim,,, s, = 0, et tels que (x,, s,) soit sur une feuille compacte proche d’une fibre dun et 
dun seul des feuilletages FSn, Psn. 
Soit XE T” une valeur d’adhtrence de la suite (x,); soit ~‘EII,,( T”) un Clement 
represent6 par un lacet d’origine s(x) sur la fibre p’- l(x) rr S’, qui fasse un tour. Soit 
y E II, (r’) un releve par&, de y; il est d’origine o(x). 
Soient G’(y) et fiJs(y’) des holonomies de 9’ et 9” le long de 7 et 7’: ce sont des 
realisations des germes HS(r) et H’S(r). D’apres le lemme III.c, on a: Hs(~) 2: kf’s(-j) 
[ HS(r)]. Done d’apres le corollaire IILa, il existe un voisinage U de (x, 0) dans T” x S tel 
que les restrictions de k?‘(y) et fifS(r’) a U aient m&mes points fixes. De plus, d’aprts le 
corollaire III.b.2, il existe un voisinage I/ de (x, 0) tel que tout point fixe ( y, s) E V de fis( 7) 
soit sur une feuille compacte de 9” proche dune fibre. 
Ceci est contraire a l’existence de points (x,, s,) dans le voisinage 1/n U de (x, 0). Cette 
contradiction achhe la preuve de la proposition. 
TH~OR~ME 1. Soit p: M --, B un fibrt diflrentiable de base B et jibre F compactes 
connexes, tel que Hi (F, R) = R. I1 existe alors unfibre p’ : M’ + B defibre le cercle S I, et une 
application differentiable f: M + M’ se projetant sur l’identite de B, et induisant sur chaque 
_fibre un isomorphisme sur le premier groupe d’homologie entiere modulo la torsion. 
Notons 9 et 9’ les feuilletages sur M et M’ definis par p et p’. Alors la jibre F est une 
feuille compacte Cl-stable de 9 si et seulement si laftbre S’ est unefeuille compacte Cl-stable 
de 9’. 
Demonstration. Supposons par exemple que la fibre S’ soit Cl-stable. Soit 9’ une 
deformation de .P et 5“ une deformation de 9’, contruite a partir de .Ps comme 
priddemment. 
Alors, pour assez proche de zero, 9’ posstde une feuille compacte proche dune fibre. 
Done, d’apres la proposition IV, pour s proche de zero, 8” possede une feuille compacte 
proche d’une fibre. La fibre F est done elle aussi Cl-stable. 
La riciproque se fait de facon analogue (voir la remarque IX). 
V. LES THkORkMES 2 ET 3 
Le thtoreme 1 ramine l’itude de la C’-stabilitt de la fibre F dune fibration, avec 
H,( F, R) = R, B celle de la C’-stabilite de la fibre dune fibration en cercles. Rappelons le 
rtsultat de Fuller. 
TH~OR~ME (Fuller). Soit p’ : M’ + B une fibration en cercles telle que la caracteristique 
d’Euler x(B) soit non nulle. Alors la jibre S 1 est stable. 
Dans l’appendice 2, nous esquissons une demonstration du theorlme de Fuller, a l’aide 
de moyens Climentaires, dans le cadre de la Co-stabilite. 
Regardons la reciproque de ce theoreme: soit 9’ un feuilletage dtfini par une fibration 
en cercles p’ : M’ + B, telle que x(B) = 0. A quelles conditions la fibre S ’ est-elle instable? 
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EXEMPLE. Soit p1 : S1 x S1 + S’ la fibration triciale, et soit p2 : K + S, la jibration en 
cercles de la bouteille de Klein K. On a bien srir x(B) = x( S ‘) = 0, pour ces deuxfibrations. La 
jibre S’ de p, est instable (et mPme C “-instable) mais lajibre S ’ de pZ est C ‘-stable (er mime 
CO-stable). 
L’exemple trivial ci-dessus montre que la C’-stabilite de la fibre S’ ne depend pas 
uniquement de la base. Voyons a present un exemple de deformation d’une fibration en 
cercles p’ : M’ + B. 
Supposons d’abord que la fibration en cercles p’: M’ + B soit orient&e (c’est-a-dire que 
l’action naturelle du groupe fondamental x1(B) sur l’homologie de la fibre H, (S’, R ) = R 
soit triviale). Notons 2 le champ de vecteurs ur M’, unitaire, tangent aux fibres et orient6 
positivement. Soit T c T(M’) un champ d’hyperplans ur M’ transverse aux fibres. 
Alors tout champ X sur B se relive en un champ Y sur M’, tangent a T et tel que 
pi ( Y) = X. Pour tout E > 0 notons 9’( X, E) le feuilletage sur M’ dtfini par le champ de 
vecteurs 2 + E Y. Quand E est petit, @‘(X, E) est C m-proche du feuilletage 6’ defini par la 
fibration p’. De plus, les seules feuilles compactes de 9’(X, E) proches d’une fibre sont 
les fibres p’- ‘(x) 06 x est un zero du champ X. 
Si x(B) = 0, on peut choisir X sans singularitb, et done la fibre S’ est C “-instable. 
Done, dans le cas oti I’action de x1(B) sur H,(S’, R) est triviale, la C’-stabilite de la 
fibre S’ est equivalente d ce que x(B) soit non nulle. 
Dans le cas general, soit n : J? + B le revetement a deux feuillets de B, correspondant a 
l’action de rrr( B) sur l’homologie de la fibre, H,( F, R) = R. Notons CT l’automorphisme de 
ce revetement. 
On voit facilement que, s’il existe un champ de vecteurs d sur B, sans singularites. et tel 
que a,(d) = - 2, alors on peut construire (d’une man&e analogue a ci-dessus) une suite 
de feuilletages S’(x’, E,) sans feuiiles compactes proches d’une fibre, et convergeant vers 9’ 
pour la topologie C”. 
Dans le cas ou la dimension de B est paire, on montre facilement que l’existence d’un 
champ de vecteurs x’ sur B, sans singularitls, et tel que a,(z) = - 8, est iquivalente a 
x(B) = 0. On a ainsi prouvl le theoreme 2. 
TH~OR~ME 2. Soient B et F deux vari&Ps compactes conne.res telles que H, (F, R) = R, et 
que B soit de dimension paire. Soit 9 un feuilletage d@ini par unejibration p : M -P B dejibre 
F. Alors les conditions suivantes sont kquivalentes: 
(9 X(B) Z 0; 
(ii) la jbre F est une feuille compacte Cl-stable de 9. 
Supposons 1 present que la dimension de la base B soit impaire. Soit I? L B le 
revetement adeux feuillets de B defini ci-dessus, et soit x’ un champ de vecteurs ur Betel que 
a,(_?) = - x’, et tel que x’ n’ait qu’un nombre fini de singularitts (il est facile de construire 
un tel champ). On peut regrouper ses singularitis en paires (xi, a(xi))r 5 ibn. Comme B’ est 
de dimension impaire et que a,(8) = -8, les singular& xi et a(xi) sont d’indice 
oppose :Ind( x’, xi) = - Ind(_?, r~(x~)). La somme des indices de toutes les singularitis est 
bien sfir nulle, ce qui est normal car la dimension de Best impaire et done x( 3) = 0. Xlais la 
somme i Ind(_?, xi) n’est pas a priori nulle: on n’a tenu compte dans cette somme que de 
l’indice de la moitil des singularitts, une par paire (xi, b(.xi)). 
On montre facilement que la classe modulo 2 de cette somme ne depend, ni de la facon 
de former les paires (xi, s(xi)) (c’est-a-dire, pour chaque paire, du choix de la singularitl 
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dont l’indice entrera dans la somme), ni du champ d choisi. On a done un invariant, qu’on 
notera x( B’> B): c’est un 1Kment de Z/22. 
La condition I( 8 : B) = 0 est tquivalente A l’existence d’un champ de vecteurs 2 sur fi, 
sans singularitts, tel que a(d) = - x’. 
EXEMPLE. Soit S I : S1 un reve’tement d deux feuillets du cercle par hi-m&me. Alors 
XV’ 5 S’) = 1. Ce revetement est celui associk ti la fibration p2 : K --* S ’ de jibre S ‘. 
TH~OR~~ME 3. Soient B et F deux oarit%% compactes connexes telles que HI (F, R) = R, et 
que B soit de dimension impaire. Soit un feuilletaye d&i par unefibration p : M + B dejbre 
F, et soit IE : B + B le revCtement ci deux feuillets de B associt; ci faction naturelle de x1(B) sur 
H,(F, R). Alors les conditions suivantes sont kquicalentes: 
(i) ~(8 1: B) # 0; 
(ii) la jibre F est une feuille compacte Cl-stable de 6. 
Pour montrer le thtorlme 3, il suffit de le montrer dans le cas des fibrations en cercles, 
d’aprts le thkorime 1, c’est i dire qu’il faut redlmontrer le thlorkme de Fuller pour les 
fibrations dont la dimension de la base est impaire: en effet, dans ce cas X(B) est nul et le 
thtorkme de Fuller ne nous dit rien. Cette dkmonstration sera esquisske dans l’appendice 2. 
Rl?FI?RENCES 
1. C. BONATTI; Existence de Feuilles Compactes pout les Feuilletages Pro&es d’une Fibration. C. R. de I’Acadimie 
des Sciences (1987). 
2. C. BONATTI et A. HAEFL~GER: DPformarions de Feuilletages. Topology 29 (1990). 205-229. 
3. S. DRUCK: Stab&e de Feuilles Compactes duns les Feuilletayes Don&s pur des Fib&, tome 303, sCrie 1 N” 10, 
pp. 471474. C. R. de l’Academie des Sciences (30 Sept. 1986). 
4. D. B. A. EPSTEIN: A topology for the space of foliations. Springer Lecture Nores in Math. No. 597 (1977), 
132-150. 
5. F. B. FULLER: An index of fixed point type for periodic orbits. Am. J. Math. 89 (1967). 151-160. 
6. R. LANGEVN et H. ROSENBERG: Integrable perturbations of tibrations and a theorem of Seifert. Sprinyer 
Lecture Notes in Morh. No. 652 (1978), 122-127. 
7. R. LANGEVIN et H. ROSENBERG: On stability of compact leaves and fibrations. Topology 16 (1977). 107-l 11. 
8. P. SCHWEITZER: Stability of compact leaves with trivial linear holonomy. Topology 27 (1988) 37-56. 
9. H. SEIFERT: Closed integral curves in 3-space and isotopic two-dimensional deformations. Proc. Am. Marh. 
Sot. (1950). 287-302. 
10. W. P. THURSTON: A generalization of the Reeb stability theorem. Topology 13 (1974), 347-352. 
Department of Mathematics 
Faculte de Science 
Mirande 
Universite of Dijon 
BP 138 21004 
Dijon Cedex 
France 
APPENDICE 1: UN CONTRE-EXEMPLE POUR LA C’STABILITE 
Le paragraphe II.4 de [2] montrait que certaines fibrations p: M + B de fibre F avec H,(F, R) 
= R, se comportent exactement comme des fibrations en cercles du point de vue des C ‘-dCformations. 
L’exemple de la fibration triviale S* x K -+ S*, od K est la bouteille de Klein, montrait que ce n’est 
pas le cas de toutes ces fibrations. Cependant, la morale du theorime 1 est que toute fibration 
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p : Jf + B de fibre F avec H, ( F, R ) = R se comporte presque comme une fibration en cercles, du point 
de we des C’-diformations. 
Nous allons voir que ceci n’est plus vrai pour des Co-d&formations. 
PROPOSITION. Soit F le feuilletage d$ini par lajbration triciale S’ x K + S2, dejibre la bouteille 
de Klein K. Alors il existe des feuilletages P’, de classe C I-, aussi proches que l’on veul de 9 pour la 
topologie Co, et n’ayant aucune feuille compacte proche d’unefibre (par contre lajibre K est C l-stable, 
JaprPs le thdorhme 2). 
Dkmonstration. Un feuilletage proche de 9 dkfinit par holonomie une reprksentation du groupe 
fondamental z,(K) dans Dif( S’). Une telle reprksentation est engendrke par deux diffkomorphismes 
f; g de S2, Co-proches de l’identiti, tels quef -’ ogof= g- I. Alors J’ est sans feuilles compactes 
proches d’une fibre si et seulement sifet g n’ont aucun point fixe commun. 
Inversement, si f et g sont deux diffkomorphismes de S2 tels que j-l ogoj= g-‘, on peut 
construire, par suspension, un feuilletage 9’ transverse aux fibres d’une fibration de base K et de fibre 
S2. De plus, si la reprtsentation p de a,(K) dans D$(S’), dCterminCe par fet g, est isotope g la 
reprisentation triviale, alors cette fibration est la fibration triviale S’ x K --t K. 
Nous allons dtcrire deux familles (A), (g,), t E [0, l] de diffkomorphismes de S2, continues pour la 
topologie Co, telles quef, = go = id, que pour tout t,f,- ’ 0 g1 ~1; = g; ‘, et que pour tout t > 0,1; et q, 
soient sans points fixes communs. Alors, pour t > 0 suffisamment petit, f, et gr dkterminent un 
feuilletage sur Sz x K, proche de 9, et sans feuilles compactes proches d’une fibre. 
On considtre S2 comme la sphtke unite de R 3 muni des coordon&es (x, y, z). Soit R la rotation 
d’angle K autour de I’axe (x = y = 0). 
Notons 0: et D’- les deux disques ouverts de S2 dtfinis par (x2 + y2 < 5) oti rE[O, 11. Ces deux 
disques sont invariants par R. 
Soitf,E D@S2 un diffkomorphisme coi’ncidant avec R sur D’+ et fY_ , et sans points fixes hors de 
ces disques. On posef,=id. On peut choisirf, variant contintiment avec r pour la Co-topologie. 
Soit X, un champ de vecteurs ur S2 tel que R,( X,) = -X,, variant contincment avec r, et tel que 
X, n’ait aucune singularit sur D’, u D’_ mais soit nul sur S2 \(D’+ u D’_ ). Soit g, le temps 1 du flot de 
X, : c’est un diffkomorphisme Cgal i l’identiti sur S2( D’+ u D’- ), mais sans points fixes sur D’+ u D’_ . 
On v&lie facilement que/; I 3 g, :/; = g,- I, et que, pour r > 0,j; et g, sent sans points fixes communs. 
APPENDICE 2: AUTOUR DU THEOREME DE FULLER 
(a) Introduction 
Dans [S], Fuller dkfinit un indice pour tout compact isoli K d’orbites piriodiques d’un champ de 
vecteurs X sur une varikti compacte. Si cet indice est non nul, tout champ X’ proche de X aura des 
orbites pkiodiques contenues dans un petit voisinage de K. Dans le cas d’un fibrk en cercles orient& 
p: ?~f --, B, I’ensemble des fibres de p constitue un compact isolk d’orbites pkriodiques du champ de 
vecteurs unitaire tangent aux fibres. On voit facilement que son indice est la caractkristique d’Euler de 
la base, x(B); done, si x(B) est non nulle, alors la fibre S 1 est stable. 
Nous prkentons une preuve de ce thiortme pour les fibrations en cercles, en regardant le cas 06 la 
base est de dimension impaire. Enfin, nous dirons en quelques mots comment adapter cette preuve 
pour montrer le thtorime de Fuller pour les champs de vecteurs. 
(6) UN indice pour unefibration en cercles 
Soit .9 un feuilletage dCfini par une fibration en cercles p: A4 + B, B compacte connexe. 
Soit 9’ un feuilletage Co-proche de 9 (au sens de la topologie des champs de droites) n’ayant 
qu’un nombre Iini de feuilles compactes proches d’une fibre. 
Soit 7 I’une de ces feuilles compactes; notons-la 7 + ou 7 - selon qu’elle est munie de I’une ou l’autre 
des deux orientations possibles. Soit Tune transversale de p coupant 7 en un point x, et soit H,* 
I’holonomie de 9’ sur T le long de y +. Le point x est un point fixe isolt de H,+ _ L’indice de ce point 
fixe isolt ne dtpend pas du choix de la transversale T, ni du point x: nous l’appellerons l’indice de y+ et 
nous le noterons i(y + ). 
Si B est de dimension paire, alors i(y ‘) = i( 7 -), car I’holonomie de 9’ le long de ‘J prtserve 
I’orientation. On notera i(y) cet indice. De m&me, si B est de dimension impaire, alors i( 7 * ) = 
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- i( ;’ -); ces deux nombres ayant mCme classe modulo 2, nous noterons q-~) E Z/ZZ la classe de i( 7 ’ ) 
et de i( ;’ - ). 
Soient ;‘,, . , ;‘. les feuilles compactes de .F’ proches d’une fibre. 
Si B est de dimension paire, now noterons i(3’) = i i(yj)E Z. 
j=l 
Si B est de dimension impaire, mais que 9 (et done aussi 9’) est orient& on notera 
i(3’) = i i(yf)EZ (yf est la feuille 3~ , j munie de son orientation). 
j=l 
Si B est de dimension impaire, et que 9 n’est pas orient& on notera qS’) = c qyj)cZ/2Z. 
j=l 
THI~OR~ME. Avec les notations ci-dessus, i(9’) (resp.i( F’)), ne dipend pas dufeuilletage 9’ choisi 
Co-pro&e de 9. On note done i(9) = i(9’) (resp.T(.F) =T(.F’)). 
On calcule alors i( 9 ) oti 9 9 ) : il est facile de construire un feuilletage 9’ Co-proche de 9 tel que 
i(3’) = z(B), (oh ?F’) = x(B’ ’ + B), oh I?: B est le revetement a deux feuillets de B associe a 
faction de a,(B) sur H,(S’, R)). Pour cela, le lecteur se reportera a la partie V. 
(c) Preuve du thiorime 
Soient {Ui}LSi<n et {Ul}lsian deux recouvrements finis de B par des ouverts trivialisant la 
fibration p, et tels que Ui soit relativement compact dans U:. Soient ei: CJt --) M des sections locales de 
la fibration p. 
Soient 9’ et 9” deux feuilletages Co-proches de 9, ayant un nombre fini de feuilles compactes 
proches dune fibre. Quitte a modifier 9’ et 9” par un diffeomorphisme de M C”-proche de 
I’identitt, on peut supposer que leurs feuilles compactes proches dune fibre ne rencontrent pas 
uiai(aU;). 
On construit alors une famille de feuilletages f.F,}rEIO~nl continue pour la topologie Cm, et 
vtrifiant les proprietts suivantes: 
go = y’, et pm = 9” 
pour tout t, 9, est Co-proche de 9. 
pour tout t E [i, i + 11, Yt coincide avec Fi sur un voisinage de p- ‘(B\ Vi + 1); de plus les feuilles 
compactes de 3, proches dune fibre (elles peuvent Etre en nombre infini) ne rencontrent pas 
Oi+ *(;t”i+ *)I 
pourtoutiE{l,..., n }, Fi coincide avec F” sur un voisinage de p- ’ 
( > jQ uj 
, et Ti a un 
nombre fini de feuilles compactes proches dune fibre, et celles-ci ne rencontrent pas ujaj( ?U;). 
Autrement dit, on “homotope” le feuilletage 9 ’ sur 9” par ttapes, chaque &tape ayant lieu au- 
dessus dun ouvert Ut. Cette construction ne prtsente aucune difficult6 majeure; nous nous con- 
tenterons d’aider le lecteur par les deux remarques uivantes. 
Supposons si construit. On cherche a construire { 9, },Gti.  + ,,. Pour que Yc, t E [i, i + l] n’ait pas 
de feuilles compactes proches dune fibre passant par un point de ui + I ( c?CJ~ + , ), il suffit que 9, 
coincide avec Si sur un voisinage (fix6 a l’avance) de p- 1 ( d Uj + 1): en effet 9, Ctant Co-proche de 9, 
une feuille compacte proche dune fibre et rencontrant cri+ 1 (?Ui+ ,) ne pourrait pas sortir de ce 
voisinage de p- I(2 Cl; + ,); cette feuille serait done une feuille de pi, ce qui est contraire aux hypotheses 
de construction de .!Fi. 
L’hypothhe “& + , n’a qu’un nombre fini de feuilles compactes” ne pose pas de difficultt: on 
i+l 




petite perturbation de .Fr,,, 5 support dans p-l Vi+, \ 0 Uj , on construit alors yj- 1. 
j= 1 
II est facile d’achever la preuve du theortme, c’est-a-dire de montrer que i( 9’) = i( 9 “). II suffit de 
montrer que pour tout jE { 0,. . . , n }, i(Fj) = i( .Fj+ ,); or Fj coincide avec .Fj + , sur un voisinage de 
M p- ’ (U; + r ). II suffit done de montrer que la somme des indices des feuilles compactes, proches 
dune fibre et rencontrant aj + , ( CJ; + , ), de gj ou de flj + 1 est la meme. Mais cette somme est l’indice 
du compact (isole) de points fixes de I’application de premier retour, Hi ou Hi + Ir du feuilletage Fj ou 
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,yj+ *r suf la transversale uj+ 1 (Vi+ ,). Soit H, I’application de premier retour de 3,, t E [j,j + I], sur 
la transversale oj + , ( Vj L , ); la famille { H, I\ ,etj. j + I, reprksente une homotopie entre Hj et Hj+ , De 
plus, pour tout r, H, est sans points fixes sur le bord de son domaine de dkfinition. L’indice du compact 
des points fixes de H, varie alors continuement avec f, or il appartient $ Z done ii est constant: en 
conskquence i( sj) = i( Yj + ,), et done i( 3’) = i( 9 “). 
Si B est de dimension impaire, on montre de la m2me faGon que q9’) = c( 9”). 
(d) Le thiorkne de Fuller pour Ies champs de vecteurs 
Soit M une vari6tC compacte, et X un champ de vecteurs ur M. On dit qu’un point (x, t) E .%I x 
[O, + ax] est ptriodique si X,(x) = x oli X,(x) est I’instant t de I’orbite de X passant par x. Si rest une 
orbite pkriodique du champ X, de plus petite pkriode p0 > 0, alors pour tout multiple entier p de pO, 
on dit que le produit y x {p j c M x [O, + 001 est une orbite piriodique de multipliciti 
m(v. P) = P/PO. 
On dit que ; x { p ) est une orbite pkiodique isoke s’il existe un voisinage de y x {p) dans 
M x [O, + CC] ne contenant pas d’autre point pkriodique. L’application de mime retour Pm (oti nz = 
m(p, p)), du champ X sur une transversale coupant y, posstde alors un point fixe isok On appelera 
indice de 7 I’indice de ce point fixe isolt de Pm, divid par m. On le note i(y, P)EQ. 
On appelle compact isoli d’orbites pkiodiques de X un compact K c M x [0, + co] poskdant 
un voisinage CJ tel que K soit Cgal B I’ensemble des points pkiodiques de X contenus dans U. Soit Li’, 
un voisinage de K relativement compact dans U. On peut alors trouver un champ X’, proche de X, tel 
que I’ensemble des points ptriodiques de X’ contenus dans U,, soit une union finie d’orbites 
pkriodiques ‘J x {pf. On note i”,,(X’) la somme des indices i(y, p) oli y x {p] est une orbite 
piriodique de X’ contenue dans U,. 
THEOREMME (FULLER). L’indice iuo(X’) ne depend pas de x’ choisi Co-proche de X ni du coisinage 
U, de K. On le note i(K). 
L’id& de la preuve est de recouvrir K par un nombre fini de tares pleins S’ x Dk-’ (Dk- ’ est le 
disque de dimension k - I, oil k = dim M), chacun de ces tores pleins &ant un voisinage tubulaire 
d’une orbite pkriodique de X contenue dans K. 
Si X’ et X fl sont deux champs Co-proches de X et n’ayant qu’un nombre fini d’orbites pkriodiques 
contenues dans un petit voisinage de K, on veut montrer que iK(X’) = iK(X”). 
L’idie est d’homotoper X’ sur X” par ttapes, chaque ttape ayant lieu dans I’un des tores pleins. A 
chaque Ctape, on a ainsi ramen le problime B celui de l’invariance par homotopie de I’indice des 
points fixes d’une application. 
La principale difficult2 de cette dkmonstration est le choix des tares pleins, qui nkessite 
d‘importantes prkautions techniques, 
